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Οι πράξεις και οι ιδιότητες τους. 

4ο Θέμα 

15052.Στο διπλανό σχήμα το τετράγωνο 

ΑΒΓΔ έχει πλευρά ίση με 6 και οι ευθείες 

ΕΖ και ΗΘ είναι παράλληλες στις πλευρές 

του. Αν ΚΖ x και KH y , x, y (0, 6) , 

τότε: 

α) Να υπολογίσετε τα 
1 2 3 4E , E , E , E με τη 

βοήθεια των x, y .                  (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε τα εμβαδά 1 2 3 4E , E , E , E  

των τεσσάρων ορθογωνίων του σχήματος 

όταν x 4  και y 2 .            (Μονάδες 6) 

γ) Αν επιπλέον ισχύει 1 3 2 4E E E E   , να αποδείξετε ότι: 

i. xy 9 3(x y)   .     (Μονάδες 6) 

ii. Τουλάχιστον ένα από τα τμήματα ΕΖ και ΗΘ διέρχεται από το κέντρο 

Ο του τετραγώνου.     (Μονάδες 5) 

Λύση 

 

α)   1E ΚΖ ΚΗ xy  ,     2E ΚΕ ΚΗ 6 x y    

     3E KE KΘ 6 x 6 y    ,     4E KZ ΖΒ x 6 y    

 

β) Για x 4  και y 2 είναι 1E 4 2 8   ,  

 2E 6 4 2 4    ,   3E 6 4 6 2 2 4 8       και 

 4E 4 6 2 4 4 16      

 

γ) i.       1 3 2 4E E E E xy 6 x 6 y 6 x y x 6 y             

xy 36 6y 6x xy 6y xy 6x xy          

2xy 6y 6x 36 2xy 6y 6x         

2xy 2xy 36 6y 6x 6x 6y 4xy 36 12x 12y            

   
 12 x y

4 xy 9 12 x y xy 9
4


       xy 9 3(x y)   . 

 

ii. xy 9 3(x y) xy 9 3x 3y 0            x y 3 3 y 3 0      

  y 3 x 3 0       y 3 0 y 3 ή x 3 0 x 3        . 
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Αν x 3  τότε ΚΕ=ΚΖ=3 τότε ΔΗ=ΗΓ  και ΑΘ=ΘΒ ,  οπότε η ΗΘ  

ενώνει τα μέσα δύο  απέναντι πλευρών του τετραγώνου  άρα διέρχεται 

από το κέντρο του τετραγώνου. 

Αν y = 3 τότε ΚΗ=ΚΘ= 3 τότε ΔΕ=ΕΑ  και ΓΖ=ΖΘ ,  οπότε η ΕΖ  ενώνει 

τα μέσα δύο  απέναντι πλευρών του τετραγώνου  άρα διέρχεται από το 

κέντρο του τετραγώνου. 

 

 

Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού 

 

2ο Θέμα 

 

14071.α) Η αλγεβρική παράσταση Κ,  που εκφράζει το άθροισμα των 

αποστάσεων του αριθμού x από τους αριθμούς 2 και -1,  πάνω στον άξονα 

είναι: 

Α. K x 1 x 2             

Β.  K x 1 x 2                           

Γ.    K x 1 x 2     

Να γράψετε στο τετράδιό σας τη σωστή παράσταση και να  αιτιολογήσετε 

την απάντησή σας.     (Μονάδες  5) 

β) Αν είναι K x 1 x 2    τότε: 

i)  Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  Κ  όταν 
3

x
2

 . 

(Μονάδες  10) 

ii) Αν x>2 να γράψετε χωρίς απόλυτο την παράσταση Κ  και να 

αποδείξετε ότι K> 3.     (Μονάδες  10) 

Λύση 

 

α) Α.     2d x, 1 d x,K 1 x2 x               

β) i. Για 
3

x
2

  είναι 

3 3 3 2 3 4 5 1 5 1
K 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
              

 

ii. Αν x > 2, τότε x 1 3 0    και x 2 0  , οπότε 

1K 1x x1 xx 2 2 2x        . 

Είναι x 2 2x 4 2x 1 3 K 3        . 
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2ο Θέμα 

15054.Έστω α, β, γ πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει 

α 0 β γ   . 

α) Να αιτιολογήσετε γιατί ο αριθμός Α α(α β)(γ β)β   είναι θετικός.  

        (Μονάδες 16) 

β) Να αποδείξετε ότι α | α β | | γ β | γ 0      .  (Μονάδες 9) 

Λύση 

 

α) Είναι α< 0, α β α β 0    , γ β γ β 0     και β > 0, άρα 

Α > 0. 

 

β) α | α β | | γ β | γ α α β γ β γ 0            . 

 

 

 

Ρίζες πραγματικών αριθμών 

2ο Θέμα 

15051.α) Να αποδείξετε ότι  
2

2 5 9 4 5    και να υπολογίσετε το 

ανάπτυγμα  
2

2 5 .          (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε τις τετραγωνικές ρίζες των αριθμών 9 4 5  και 9 4 5 . 

(Μονάδες 13) 

Λύση 

 

α)    
2 2

22 5 2 2 2 5 5 4 4 5 5 9 4 5            

   
2 2

22 5 2 2 2 5 5 4 4 5 5 9 4 5            

 

β)  
2

9 4 5 2 5 2 5 2 5        , 

 
2

9 4 5 2 5 2 5      
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Αριθμητική πρόοδος 

4ο Θέμα 

14962.Έστω μία αριθμητική πρόοδος 
ν(α )

 
με διαφορά ω 3 . Αν είναι 

γνωστό ότι στο διάστημα  Δ 2,8 υπάρχουν ακριβώς 3 διαδοχικοί όροι 

της αριθμητικής προόδου 
ν(α ) ,  

α) Να εξετάσετε αν ο αριθμός μηδέν είναι όρος της 
ν(α ) .  (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε τους 3  διαδοχικούς όρους της 
ν(α )  που υπάρχουν στο 

 Δ 2,8 .      (Μονάδες 7) 

γ) Αν 6α 14 ,  

i. να βρείτε τον 
1α .     (Μονάδες 6) 

ii. να βρείτε το ελάχιστο πλήθος πρώτων όρων της ν(α )  που πρέπει να 

προσθέσουμε ώστε το άθροισμα να είναι μεγαλύτερο του 186 .  

(Δίνεται 4489 67 )     (Μονάδες 6) 

Λύση 

 

α) Έστω ότι το 0 ήταν όρος της προόδου. 

Οι προηγούμενοι από το 0 όροι είναι αρνητικοί οπότε  δεν ανήκουν στο 

Δ. Ο  επόμενος όρος θα ήταν ο 0 3 3  , ο επόμενος 3 3 6  και ο 

επόμενος 6 3 9  . Τότε  στο διάστημα Δ θα βρίσκονταν μόνο δύο όροι 

της προόδου που είναι άτοπο. 

Άρα το 0 δεν είναι όρος της αριθμητικής προόδου ν(α ) . 

 

β)Έστω x ο πρώτος από τους 3 διαδοχικούς όρους της ν(α ) . Τότε ο 2ος 

θα είναι ο x 3  και ο τρίτος ο x 6 . Επειδή και οι τρείς όροι βρίσκονται 

στο διάστημα Δ, ισχύει ότι  2 x 8 1  , 2 x 3 8 1 x 5        (2) 

και 2 x 6 8 4 x 2       (30. 

Από τις (1), (3) προκύπτει ότι 2 x 2  , άρα  x= 2,  ο οποίος επαληθεύει 

την (2) οπότε οι 3 όροι είναι οι 2, 5, 8. 

 

γ) i. 6 1 1 1α 14 α 5ω 14 α 15 14 α 1          

ii.      ν 1

ν ν ν
S 2α ν 1 ω 2 3 ν 1 2 3ν 3

2 2 2
                   

  2

ν

ν 3ν 5 3ν 5ν
S

2 2

 
  . 
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Αναζητούμε τη μικρότερη τιμή του ν για την οποία
2

2

ν

3ν 5ν
S 186 186 3ν 5ν 372

2


      

23ν 5ν 372 0   . 

Το τριώνυμο 
23ν 5ν 372   έχει διακρίνουσα Δ 4489 και ρίζες 

τους αριθμούς 12 και 
31

3
 , άρα  

31
ν απορρίπτεται ή ν 12

3

 
   

 
. 

Επομένως η μικρότερη τιμή του φυσικού αριθμού ν είναι το 13. 

 

 

 

Η έννοια της συνάρτησης 

4ο Θέμα 

14122.Στο διπλανό σχήμα δίνεται 

ορθογώνιο με μήκος y cm και 

περίμετρο 10 cm. Μέσα σε αυτό 

δίνεται κύκλος με ακτίνα x cm, ο 

οποίος εφάπτεται στις τρεις 

πλευρές του ορθογωνίου. 

α) i. Να αποδείξετε ότι η σχέση 

που εκφράζει το μήκος y  (σε cm) 

του ορθογωνίου ως συνάρτηση της 

ακτίνας x  του κύκλου είναι:  

y 5 2x  , 
5

x 0,
2

 
 
 

.     (Μονάδες 5) 

ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου (σε cm2) δίνεται από τη 

σχέση 2Ε 10x 4x   , 
5

x 0,
2

 
 
 

.   (Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι το μέρος του εμβαδού του ορθογωνίου (σε cm2) που 

βρίσκεται έξω από τον κύκλο δίνεται από τη σχέση: 

  2Ε 10x π 4 x   , 
5

x 0,
2

 
 
 

.   (Μονάδες 6) 

γ) Αν το εμβαδό Ε  του ορθογωνίου που βρίσκεται έξω από τον κύκλο 

είναι ίσο με   26 π cm  και ο x  είναι ένας ρητός αριθμός, τότε να βρείτε:  

i. την ακτίνα x του κύκλου.     (Μονάδες 6) 

ii. τις διαστάσεις του ορθογωνίου.   (Μονάδες 3) 

Λύση 

 

α) i. Επειδή το ορθογώνιο έχει περίμετρο 10cm, ισχύει : 
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10

2 2x 2y 10 2 2x y 10 2x y y 5 2x
2

            . 

Είναι x 0 και 
5

y 0 5 2x 0 2x 5 x
2

         , άρα 
5

x 0,
2

 
 
 

. 

ii. Είναι   2Ε 2x y 2x 5 2x 10x 4x      ,
5

x 0,
2

 
 
 

. 

 

β) Ο κύκλος έχει εμβαδό 
2πx , οπότε το μέρος του εμβαδού του 

ορθογωνίου (σε cm2) που βρίσκεται έξω από τον κύκλο δίνεται από τη 

σχέση:  2 2 2Ε 10x 4x πx 10x π 4 x      ,
5

x 0,
2

 
 
 

. 

 

γ) i. Είναι   2Ε 6 π 10x π 4 x 6 π         

   2π 4 x 10x 6 π 0      

Η τελευταία είναι εξίσωση 2ου βαθμού με διακρίνουσα 

   2Δ 100 4 π 4 6 π 100 24π 4π 96 16π           

 
22Δ 4π 8π 4 4 π 1      και ρίζες 

 

     

 

 

10 2 π 1 2 π 410 2π 2 8 2π
x 1

2 π 4 2 π 4 2 π 4 2 π 4

    
    

   
 ή 

 

     

 

 

10 2 π 1 2 6 π10 2π 2 12 2π 6 π
x

2 π 4 2 π 4 2 π 4 2 π 4 π 4

     
    

    
 που 

απορρίπτεται γιατί δεν είναι ρητός αριθμός. 

Άρα  η ακτίνα του κύκλου είναι 1cm. 

 

ii. Οι διαστάσεις του ορθογωνίου είναι 2x 2 cm  και y 5 2 3cm   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γραφική παράσταση συνάρτησης 
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2ο Θέμα 

15000.Δίνεται η γραφική παράσταση 
fC  μιας 

συνάρτησης f που είναι ορισμένη σε όλο το , 

όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

 Με τη βοήθεια του σχήματος: 

α) Να βρείτε τις τιμές της f για x 0, 1, 3, 5 . 

                          (Μονάδες 8) 

β) Να λύσετε γραφικά την εξίσωση  f x 0 . 

             (Μονάδες 6) 

γ) Να λύσετε γραφικά την ανίσωση  f x 0.

    (Μονάδες 11) 

 

Λύση 

 

α) Στο σχήμα βλέπουμε ότι τα σημεία της 
fC με τετμημένες x 0, 1, 3, 5  

είναι τα (0, 0),  (1, -5), (3, -9) και (5, -5), οπότε 

       f 0 0, f 1 5, f 3 9 και f 5 5        

 

β) Οι λύσεις της εξίσωσης  f x 0 είναι οι τετμημένες των σημείων 

τομής της fC με τον άξονα x΄x, άρα      f x 0 x 0 ή x 6    . 

 

γ) Οι λύσεις της ανίσωσης  f x 0 είναι οι τετμημένες των σημείων 

τομής της fC που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄x. 

Επομένως:    f x 0 x 0,6   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4ο Θέμα 
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16153.Θεωρούμε τη συνάρτηση  
2

4
f x 1

x
  . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

    (Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 

f δεν τέμνει τους άξονες x΄x  και y΄y . 

    (Μονάδες 7) 

γ) Έστω α 0  η τετμημένη ενός τυχαίου σημείου Μ της γραφικής 

παράστασης της f. Αν ονομάσουμε E το εμβαδόν του ορθογωνίου OΓΜΔ 

του σχήματος, να αποδείξετε ότι 

i. 
4

E α
α

  .      (Μονάδες 7) 

ii.  Ε 4 .      (Μονάδες 6) 

Λύση 

 

α) Η συνάρτηση f ορίζεται όταν 
2x 0 x 0   , άρα fD  . 

 

β) Για κάθε x 0 είναι  
2 2

4 4
0 1 0 f x 0

x x
      , οπότε η γραφική 

παράσταση της f δεν τέμνει τον άξονα x΄x. 

Το 0 δεν περιέχεται στο πεδίο ορισμού της f οπότε  η γραφική της 

παράσταση δεν τέμνει τον άξονα y΄y. 

 

γ) i. Αν η τετμημένη του M είναι α, τότε η τεταγμένη του είναι 

 
2

4
y f α 1

α
   . 

Είναι    ΟΔ ΜΓ α   και    
2

4
ΜΔ ΟΓ y 1

α
    . 

Είναι   
2

4 4
Ε ΟΓ ΟΔ 1 α α

α α

 
     

 
. 

ii. 2 24
E 4 α 4 α 4 4α α 4α 4 0

α
             

 
2

α 2 0   ισχύει 

 

 

Η συνάρτηση f(x)= αx + β 
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1ο θέμα 

14829.α) Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν 

ως Σωστή (Σ) ή Λανθασμένη (Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στο 

αριθμό που αντιστοιχεί σε καθεμιά από αυτές το γράμμα Σ αν η πρόταση 

είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή είναι Λάθος. 

i. Αν α β γ δ    τότε α γ  και β δ  

ii. Για κάθε α , ισχύει α α  . 

iii. Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f έχει το πολύ ένα κοινό 

σημείο με τον άξονα y'y . 

iv. Αν το τριώνυμο 
2αx βx γ   διατηρεί σταθερό πρόσημο για κάθε

x , τότε
2β 4αγ 0   . 

v. Αν οι ευθείες 1 1 1ε : y α x β   και 2 2 2ε : y α x β   δεν έχουν κανένα 

κοινό σημείο, τότε 1 2α α  και 1 2β β .   (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι τρεις αριθμοί α,  β  και γ είναι διαδοχικοί όροι 

αριθμητικής προόδου αν και μόνο αν 
α γ

β
2


 .  (Μονάδες 15) 

Λύση 

 

α) i. Λ   ii. Λ   iii. Σ   iv. Λ   v. Σ 

 

β) Έστω ότι η αριθμητική πρόοδος έχει διαφορά ω, τότε 

β α ω β α ω και γ β ω γ β ω           . 

Επομένως  
α γ

β α γ β 2β α γ β
2


         . 

Αντιστρόφως αν για τρεις αριθμούς α, β, γ ισχύει 
α γ

β
2


  ,τότε έχουμε 

2β α γ β β α γ β α γ β           που σημαίνει ότι α, β, γ είναι 

διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. 

 

 

 

 

 


